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ABSTRACT. - In this work, we show that the general Hodge theory of I is effectively 
computable on the example of the singular quadric. 0 Elsevier, Paris 
1. Introduction 
Dans l’article I, nous avons montrk que la cohomologie de De Rham 
de certains espaces analytiques Ctait la limite d’une suite spectrale, dont le 
premier terme Ctait la cohomologie holomorphe d’une suite de faisceaux 
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de formes differentielles. Plus precisement, soit S un espace analytique 
singulier, dont le lieu singulier est lisse, tel qu’il existe une resolution des 
singularites cp : s + S dont le diviseur exceptionnel 2 est irreductible. 
Soit a$( log 2 ) le faisceau des p formes sur ,!? ayant des poles d’ordre 
5 1 sur 2, 1-y l’ideal de J? et soit le faisceau 
pour T assez grand. Alors il existe une suite spectrale dont le premier 
terme est 
independante de T, pour T grand, qui converge vers HJ’+“( S, C). Cette 
suite spectrale se reduit dans le cas lisse a la suite spectrale des groupes 
de cohomologie H WJ de Dolbeault (suite de Frohlicher). Dans ce travail, 
nous montrons que si S est le cone quadratique singulier, il est possible de 
calculer explicitement tous les termes de cette suite spectrale qui converge 
au rang 3. 
Toutes les references donnees ici renvoient aux theoremes et sections 
de l’article I: <( Thkorie de Hodge et complexes de De Rham de certains 
espaces analytiques I J), Bull. Sci. Math., t. 122, 1998, p. 000-000. Les 
notations sont celles de cet article, en particulier en ce qui concerne les 
conventions concernant les suites spectrales. Nous renvoyons aussi a I 
pour une bibliographie. 
2. Cohomologie de la quadrique singulBre et de sa dCsingularisCe 
Soit S la quadratique projective singulibe, 0 son point singulier. On 
se rappellera que 
H1(S, C) = H” (S; C) = 0 
H’(S. C) = C 
(le generateur de H’(S, C) est l’une des deux droites projectives 
g&k-atrices du cbne quadratique, chacune Cquivalente au diviseur de 
I’infini). 
Soit cp : ,!? + S la desingularisee. 
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LEMME 1. - En gtkne’ral, si S est un espace analytique s sa d&ingularise’e, 
on a me surjection 
H”“-ys. C) + HyS, C) + 0. 
Preuve. - On calcule la cohomologie de 5’ grace au complexe de De 
Rham introduit dans [2]. Les formes de S sont done des formes de S dont 
la restriction au diviseur exceptionnel X provient de X (lieu singulier). 
Mais une forme de degre 2n. - 1 de S a sa restriction a X identiquement 
nulle, done provenant de X. Dans une classe de cohomologie de S est 
necessairement image d’une classe de cohomologie de S. 
De la on deduit : 
LEMME 2. - Soit cp : s + S la dksingularise’e de la quadrique singulibre 
5’. Alors 
H1 (S, C) = H3(S, C) = 0 
H” (s, C) = C” 
(gth+k par le diviseur de S et le diviseur exceptionnel). 
Preuve. - Par le lemme 6.1 et le fait que_H3 (S, C) = 0, H3 (g, C) = 0. 
Mais alors par dualite de Poincare H1 (S, C) = 0. 
Rappelons aussi que le diviseur exceptionnel de S -+ S est un projectif 
P1 dont la self-intersection dans S est -2 et par suite le fibre conormal 
Izy/Ii est isomorphe a 0p1(2). 
A partir de ces remarques, nous sommes en mesure de tout calculer 
explicitement. 
Nous prendrons desormais r = 2. 
LEMME 2. - On a 
(2) H1 (s, I*?) = 0 H” (5, IAT) = 0 
Preuve. - On part et la suite exacte courte de definition 
(3) 0-+17+0-+0pl+o. x s 
La suite exacte longue de cohomologie donne 
0 + 0 + Cl C + H1 (g, I<?) -+ H1 (g, OS) = 0 
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Ici H1 (s, 0s) = Ho-l (?) = 0 car H1 (s, C) = 0. Done on &i&it lien 
H1 (g, IL?) = 0. 
De mCme la continuation de la suite exacte longue et la suite exacte 
courte precedente donne 
+ 0 E H’(O,I) --f H” (5, I,;;() + H2 (s, Q) -+ H” (&I) G 0. 
Mais H” ($, 0~) = H”,” (,!?) = 0 - car H” (S, C) est form6 seulement 
de diviseurs algebriques. 
3 . Calcul des Ep.p+” T 
LEMME 3. - On a pour 1 _< p 5 2, @“+” = 0 et EF,“+” = C. 
Preuve. - Par definition on a Ed’“+’ = C (voir section 5.5). D’autre 
part comme la singularite est isolee, pour p > 0, r = 2 
Done Ey.“+’ est form6 de p-formes holomorphes globales sur S, done 
c’est un sous-espace de HP*’ (,!?). Mais HP.’ (s) = 0 pour p = 1,2 car 
H1 (s, C) = 0, H2 (,!?. C) est reduit a des diviseurs algebriques done 
est H1>’ (,!?). 
On conclut alors facilement que E/~‘%‘+O = 0 pour p 1 1 et E,O~“+o = C. 
4. Calcul des Ey’* 
LEMME 4. - On a: 
E:.“+l N Ho (P’, &l(2)) N C3 
Eo’o+” = 0 
E&+2 = 0 I pour tout r. 
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Preuve. - On a I$‘+” = H4 (S, 1,:) car R$” = I+ 
(1) On Ccrit 
(4) 0 --+ I>; -+ I,;;: + I*& E op1 (2) --+ 0 
(puisque X = P1 a une self intersection -2, done son fibre conormal 
I,y/I.$ est &l(2)). 
La suite exacte longue de cohomologie donne 
0 + 0 --+ 0 --f HO(Opl (2)) + H1 (S, 1;) -+ 0 
car au lemme 2, on a vu que H1 (S, Idy) = 0. 
D’ou H1 (s, I,;) N Ho (opl (2)) = C3 
(2) la suite exacte courte precedente donne 
0 z H1 (CJpl (2)) + H” (s, I$) + H”(,?, Id?) --f H2 (CJpl (2)) E 0 
D’oti H2 (g, 1;) = H” (,!?, I>?) = 0 par le lemme 2. 
(3) il resulte immediatement que E,?‘o’2 = 0 pour tout T 1 1. 
5 . Calcul des El.* 1 




Preuve. - On part de la suite exacte courte des residus de (5, X) 
(6) 04~-+R~(logX)+@~1 -to 
et on tensor&e par 1; sur 0~. 
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La suite exacte longue de cohomologie de (7) pour p = 1 donne, vu 
l’absence de fonctions holomorphes sur $ 
0 + 0 -+ 0 + H”(I#) -+ “‘(I+ @ 62:) 
--+ “‘(I$ @ a2i( log?)) + H1 (I$/$ + . 
Mais Ii/I+ = Opl (4) done 
H1 (pp$) = 0 
H’) (I#) = c” 
d’ou la suite 
D’autre part, on Ccrit 
et on tensorise par fl$ 





(10) 62$pl = a;, $ (r,-/I$) 
(on Ccrit qu’une 1-forme a une par-tie dx ou z est une coordonnee 
holomorphe de P1 et une partie d[ qu’on Ccrit (I (z, <) < F et qui donne 
done un Clement du fibre conormal). 
La suite exacte longue de cohomologie de (9) dit que : 
Mais I/I” = Opl(2) 
H1 (f+lP~) = H’(f$,). 
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Le morphisme H1 (!J$) + H1 (R& ) correspond B l’intersection des 
diviseurs et il est done surjectif, done on peut remplacer (11) par 
(12) 0 -+ HO (0,l (2)) - H1 (1*y@s2b) -+ H1 (@) --+ Hyn;,) -+ 0. 
Mais Ho ((&l(2)) = C” 
H1 (0;) = H’,‘(i?, C) = H” (g, C) = C” 
H1 (@,I) = H”(P1, C) = C 
d’oti 
La suite exacte longue associke & (14) donne 
(16) 0 + H’(0p1$0p1 (4)) + H1 (I; @ ai) --f H1 (I*? @ 0:) + 0. 
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D’apres (13) le dernier terme est C” et d’aprbs (15) le premier terme 
est C6, done 
(17) H’ (I-+ l2.2 Qi) = cl”. 
La suite exacte courte (8) donne alors 
H1 (I$@ 62i(logX)) = c” 
done 
(18) 
&.l+l = c.3. 




Preuve. - On veut maintenant calculer 
I+‘+’ = H” ($ I; @J “2i ( log ji )). 
Reprenons done la suite exacte courte (7) avec p 2 1 
0 --f I*$ cg !A$ --+ I$ c3 cl+ (log ji ) --+ Ip~ --t 0. 
Considerons sa suite exacte de cohomologie. Comme 
Hq (I$+) = Hq (CJpl (4)) = 0 
si q 2 1, on deduit done 
(19) H” (I; @ “k) = H” (I*$ @ f2i ( log i? )). 
Puis reprenons la suite exacte courte (14) 
0 -+ I$ @ c$ -i I*? @ fl$ + I,& @ 62$ Ip1 + 0. 
Comme 
Hq ((I,$;) @ Cl$ Ipl) = Hq (Up1 $ Qpl (4)) = 0 
pour q > 1, on deduit 
(20) H’ (I$@ “i) = H2 (I,? @ 62+). 
D’autre part reprenons la suite exacte (9) 
0 i Id? @ s2$ + “$ -+ 61$pl -+ 0. 
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On avait vu lors de la demonstration du lemme 5 que le morphisme 
H1 (0;) + H1 (fib,) est surjectif, et que H1 (~$PI) = H1 (oh,), done 
la suite exacte longue donne 
0 + H2 (I>$ @ “$) + H2 (ok) --+ 0. 
Mais H2 ((Ii) L, H3 (s, C) = 0, d’oti H2 (I$ @ fli) = 0. Alors par 
(20) et (19) on deduit 
1,1+2 El =O. 
6. Calcul des Ef** 
LEMME 7. - On a 
f:,+l 
Preuve. - On a Ef2’ 
= HO(Op1) = c. 
= H’(?, I$ @ “;( log 2)). 
l?videmment on a 
I,$ @ fl$ ( log X ) = 12y @ o$ 
puisque ,!? est de dimension 2, done Qi ( log j? ) est getter6 par dz A y 
oti z est coordonnee de X et 5 coordonnee transverse. 
On part de 
0 -+ I*? --+ 0s + “,y + 0 
qu’on tensorise par “2: 
(21) 0 + I,;7 @ 52: -+ 0; --+ fl$ Ip1 --+ 0. 
Mais 62$lp1 = fib, 80~1 (2) 11 0p1 puisque R& = 0p1 (-2). Alors 
la suite exacte de cohomologie de (21) donne 
(22) 0 i 0 -+ 0 -i Ho (op’) + H1 (Ix7 @ 62;) + 0 
(puisque H* (0:) of H3 (s, C) = 0, et Ho (61;) = H2>’ (s) = 0). D’oh 
(23) E,2,2+1 = H1 (I,- @ 0;) = Ho (0,l) = C. 
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LEMME 8. - On a 
Ef.“+” xx H2 (0;) = C. 
Preuve. _ on a E’;.‘+z = H’(I+@fI;(log,7;)). 
Mais on a vu I$ 8 61$(lopx) = I-7 ~3 9; 
done 
E;.2+2 = H” (IA7 @ 0;). 
On part de la suite exacte courte (21) 
04~@R~-tn~42+ --to. 
Mais 
l ngp1 = (I,& 63 R,, - 
La suite exac te : longueA:onne 
op1 (2) @ c3p (- 2) = op. 
(6.24) H” (I*? @J “2;) P” H2 (0;) = C. 
7. Calculs ClCmentaires des Ep’* 
On a dkjh vu (lemme 3) que 
Eo.o+o = C 
E;J’+O = 0 (p 2 1) 
et au lemme 4, on a vu 
E~~“+2 = 0. I 
LEMME 9. - On a Ef’lf2 I = 0, E;,‘+’ = C. 
Preuve. - Le complexe du dl sur les Ey”‘f2 est 
0 ---) E,o,o+' 3 @'+2 3 $.a+2 3 0 
II II II 
0 0 C 
Sa cohomologie est le E2, d’ob le lemme 9. 
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8 . Calcul de E!‘“+l 2 
LEMME 10. - On a E~.“+l = 0. 
Preuve. - On a dr : EyTo+l + Ei”+r et E$o+1 est done le noyau de 
ce morphisme. Maintenant ce dr est induit par le d nature1 
(25) d : Ey.“+l = H1 (I;) + E;.‘+l = H1 (I$ @3 a2& (lo,!&) 
et on doit montrer que le noyau de (25) est 0. 
Pour cela considerons le diagramme nature1 suivant, dont les fleches 
verticales sont induites par le d et les fleches horizontales sont induites 
par les cobords de suites exactes longues de cohomologie 
Le morphisme horizontal du bas est le cobord induit par la suite exacte 
courte 
b 
log x ) + 0. 
On a 
H”(I; @ “2i (log 2 )) = Ho (I>? 18 $ ( log 2 )) = 0 
car ce sont des formes holomorphes globales de degre 1 sur 5’ et done 
c’est inclus dans H1 (S, C) = 0 et on a aussi 
H” (1: 18 fl$ (log 2 )) = E;%1+2 = 0. 
Par consequent, la suite de cohomologie de (27) se reduit a 
0 + Ho (I/I” @ R1 ( log ji )) + H1 (1’ @ R1 ( log 2 )) + 
+ H1 (I 8 0’ ( log 2 )) -+ H’ (I/I2 @ R1 (log 2 )) -+ 0. 
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Mais 
Gw 
I/I” @CL 52 (log x ) = (I/I”) @o; R1 ( log x ) Ip’ s 
= (I/I”) @ (c&l cl3 Op1) 
I/I2 @“; R1 (log x ) = op1 $ I/I2 
(car Q2p1 = @I(-2) et I/I” = 0p1 (2)). 
D’ou 
(29) H1 (I/I2 @ R1 (log x )) = H1 (Op1 $ I/I’) = 0. 
Ainsi nous pouvons completer le cart-e commutatif (26) grace a (27) et 
(29) en un diagramme dont la seconde ligne est exacte courte 
(30) 
H0(I/12) , H1 (12) 
la la 
O+H”(1/12@D1(log~)) w H1 (I2 @ fll (log’)) 
-+ H1 (I>? @ R1 (log X )) + 0. 
fitudions le 8 de la ire colonne de (30) : en detaillant grace a (28) 
d : Ho (1/12) -Ho (I/I” @ Opl) $ Ho (I/I2 @ f&l) 
(31) (j : HO (I/I”) ‘Oit -Ho (1/12) $ Ho (Opl). 
Mormons comment on calucle da ou G est une section globale de 
I/12. Soit {U;} un recouvrement de S et sur chaque Ui, un Clement 
gi E qui, I,f, representant CT done 
(ai - aj)C’,flCj, Z Cij E l?(Ui n Uj, I$). 
Alors {<ij} est un l-cocycle de 1,; et on prend a<ij qui tombe dans 
H1 (I$ 18 “$( log 2)). 
Comme Ho (I/I2 @ R1 ( log 2 )) s’envoie injectivement dans H1 (I$ @ 
fii ( log r? )) dire que da = 0 c’est dire que [a<ij] = 0. Cela signifie done 
a&j = wj - wi 
wi El?(U;, 1~@0(logX)) 
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et done 
dai + W; = 80~ + Wj 
definit une section globale sur ,!? de 1*~ @ R1 ( log 2 ) done une I-forme 
holomorphe globale de s, done est 0 d’oti 
d’ou 
Or gi E I (Ui , 12). La seule possibilite est done que gi E I’ (U;, 1,“) et 
done 0 = 0 dans Ho (1/12). Done le noyau du d de la ire colonne du 
diagramme (30) est 0. mais alors le noyau du d de la seconde colonne 
de (6.30) est aussi 0. 
9. Calcul des E~T’fl et E$‘+1 
LEMME 11. - On a Ei,r+’ = C, Ez)2+1 = 0. 
Dkmonstration. - Nous devons Ctudier dr : E:“+l -+ Ef’2+1 qui est 
induit par 
d : H1 (I2 c3 R1 ( log ji )) -+ H1 (I2 @ R2 ( log x )). 
Ici, ? &ant de dimension 2 
1%iqlogX) =I@ 
et la suite exacte 
O+I@R~4~4~~pl~e>p42)~~~, -to 
implique que le cobord 
HO (Op1) -+ H1 (I @ 0;) 
est un isomorphisme. 
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Le carrt (30) se complete alors avec un diagramme a lignes exactes et 
avec des injections comme indiqdes. 
(32) 
0 0 
Les lignes de ces diagrammes proviennent de suites exactes longues 
de cohomologie. Les colonnes sont induites par d. Les d su Crieurs 
sont injectifs car on a montre precisement au lemme 10 que Ei. B ” = 0 
(injectivite a droite du- 8 superieur) et cela en montrant que Ho (I/I”) c--t 
Ho (I/I2 18 R1 ( log X )) d urant la demonstration de ce lemme. 
On va d’abord montrer 
LEMME 12. - l’application 
a : HO (I/I’ @ 62 (log ji )) + HO (I/I” @ Rb,) 
est surjective et s’exprime dans 
If0 (I/I”) $ H0(I/12 @ n;1, i HO(I/I” c3 &) 
par 8 : M>l @ [hi)1 + [hi - WI. 
Preuve du lemme 12. - Partons de CT E Ho (I/I” @ R1 ( log X )). Soit 
(Ui); un recouvrement ouvert de ,!? et des a; E I- (U;, I @ fil ( log X )) 
representant LT, done 
(Ui -Uj)l[:,n[-, = pj,j E J?(U) n Uj. I” 8 fll( 1OgX)). 
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La classe de cohomologie du l-cocycle [pij] dkfinit [prj] E H1(I’ @ 
iP( log ji )) E ++l dont on prend le d pour avoir 
[dpij] E H1 (I2 @ Q2( log 2)) = II1 (I @ 0”) = ~!3f.~+‘. 
Dire que da = 0, c’est dire que [Apia] = 0 done 
et done 
ap1j = uj - uj u; E r (U;, I c3 0”s) 
dOi + Ui = daj + Uj 
dtfinit une (2, 0) forme holomorphe globale de 
H”(I~R2(log~)~EIo(R~)~0, done 
daj = -ui E r (U,, I @ f$,* 
Or a priori CT~ E !Z (Ui , I 63 fll ( log 2 )) done 
CT’i = (j 7rjd.q + fj d(j 
oh fi est holomorphe sur U;, 7rj dzi est (1,0) forme holomorphe de Ui 
et done 
Or 
hi = -ui E JY (Uj, I @ Ci$), done 
a,fi 









[cT~] = [CT:] dans Ho (I/I2 @ R1 ( log j? )). 
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Mais dans I’isomorphisme nature1 
H0(I/12 @ f2l ( log x )) + HO (I/12) $ HO(I/I” @ c$,) 
on voit que 
de sorte que le Ker d est contenu dans 1 ‘ensemble des 
f $ df E NO (Op (2)) $ HO(OPl) N HO (I/I”) CB HO (I/I” 63 n;,,. 
Or dans le morphisme 
a : HO (I/I2 8 G1 (log x )) -HO (1/12) $ HO (I/I” @ n&l) 
+ HO (I/I” @ &I) 
l’espace Ho (I/I” @ @( 1ogX)) est C4 et l’espace H” (I/I2 @ $,) est 
C, done le noyau est de dimension 2 3. Or il est contenu dans l’ensemble 
f $ df de Ho (1/12) $ Ho (I/I2 8 fib,) qui est de dimension 3. 
Done finalement, l’application 
d : HO (I/I2 I8 cP( log rzI )) -+ HO (I/I2 8 &I) 
a son noyau de dimension exactement 3 qui est l’ensemble des f $ df E 
HO (I/12) $ H0(I/12 @ n;1> e en particulier ce morphisme d est t 
necessairement surjectif. 
LEMME 13. - Lx noyau de dl : Ef”+l -+ Ef’“+l est de dimension 4 
et ce dl est surjectijI 
Preuve du lemme 13. - On se reporte au diagramme (32). Dans la 
premiere colonne, on a vu par le lemme 12, que le second 8 
d:H0(~/~2~~l(logj;;))--,H1(~~32) 
est surjectif. Or le second cobord est injectif et le 3e cobord est bijectif, 
dont le 8 de la seconde colonne 
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est aussi surjectif. Or ce d est exactement la diffkrentielle spectrale 
dl : p+1 ---f g.2+1 
et on a vu que Ef’2+1 = C, E:“+l = C” done son noyau est de 
dimension 4. 
Fin du lemme 11 
(1) montrons que E,l”+’ = C. 
On a 
p+1 = Ker {a : H1 (I2 8 a1 ( log 2 )) --+ H1 (18 f12)} 
Im{3:H1(12)+H’(12~~1(10g~))} ’ 
Le noyau du numkrateur est de dimension 4 par le lemme 13. D’autre 
part le diagramme (32) qui que d : H1 (12) --f H1 (I2 @ a1 ( log 2 )) est 
injectif, done comme HI (12) = E~‘“+l est de dimension 3, (lemme 4), 
on dCduit que Ei”+’ est de dimension 1 
(2) Montrons que Ei’2+1 = 0. 
D’abord dl : Ef’2+1 -+ Ef’3+1 s 0, done son noyau est Ef’2+1 E 
H1 (I @ 02). 
Mais le lemme 13 montre que 
dl : J+1+ --f +2+1 
est surjectif, done le Et,‘+1 qui est le quotient du noyau par I’image 







Calcul de la suite spectrale 
Calcul des Ep’ps2 2 
sait dkji que E$‘+’ = 0 (lemme 4). 
1,1+2 - a dl : E, 0 + E,2,2+2, d’ob E;31+2 = 0 et dl : E’;‘“+” = 
0, d’oij E;.2+2== Ef,2+1 = C. 
Calcul des Eg”. 
D’abord on a Ei’“+’ = . . . = Esp+’ = 0. 
BULLETIN DES SCIENCES MATHBMATIQUES 
268 V. ANCONA ET 8. GAVEAU 




(VI dz: 2 E08+2 _ 2.2+1 =0-E, 
E0.0+2 - 0 
3 = 
(vi> d2 : 1,1+2 3,3+1 - E, =O+E, =O 
El.l+” 
3 =o 
(vii) & : j3,=+2 2 = C -+ E,4A+l = 0 
dz : E&0+3 2 ZZ 0 -+ E;32+2 = c 
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2 = c. 
THEOR~ME. - Dans le cas de la quadrique singulihe de dimension 2, la 
suite spectrale de Hodge dkghndre au rang 2, i.e. 
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